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Zad. 3:
a) DÃlugość wektora a wynosi

√

12 + 22 =
√

5, a k
↪

at z osi
↪

a OX jest równy arccos 1√
5
. Tak wi

↪
ec we

wsp. biegunowych ma on wspóÃlrz
↪
edne: (

√

5, arccos 1√
5
).

b) DÃlugość rzutu b na XY to
√

5, dÃlugość b to
√

12 + 22 + 12 =
√

6. Cosinus k
↪

ata jaki tworzy rzut b
z pÃlaszczyzn

↪
a XY jest równy 1√

5
, a z rzutem wektora na oś Z wynosi 1√

6
. Z tego wynika, że wsp. b w

sferycznym ukÃladzie wspóÃlrz
↪
ednych to (

√

6, arccos 1√
6
, arccos 1√

5
), a w walcowych (

√

5, arccos 1√
5
, 1).

Zad. 4:
e1 = [1, 1, 0] ·

1√
2
, e2 = [1,−1, 0] ·

1√
2
, e3 = [0, 1, 1] ·

1√
2
, a = [1, 1, 1] ·

1√
2
.

a = Ae1 + Be2 + Ce3. Daje to ukÃlad:
A · 1 ·

1√
2

+ B · 1 ·
1√
2

+ C · 0 ·
1√
2

= 1 ·
1√
2

A · 1 ·
1√
2

+ B · −1 ·
1√
2

+ C · 1 ·
1√
2

= 1 ·
1√
2

A · 0 ·
1√
2

+ B · 0 ·
1√
2

+ C · 1 ·
1√
2

= 1 ·
1√
2

,

po uproszczeniu:






A+ B = 1

A− B+ C = 1

C = 1

⇒ A = 1

2
, B = 1

2
.C = 1,

wi
↪
ec wektor a ma nast

↪
epuj

↪
ace wspóÃlrz

↪
edne w nowej bazie: ( 1

2
, 1
2
, 1).

Zad. 5:
Oś OZ si

↪
e nie zmieni. W wyniku odbicia lustrzanego wedÃlug zadanej pÃlaszczyny obrotowi ulegn

↪
a

tylko osie OX oraz OY. W przypadku osi OX b
↪
edzie to k

↪
at 2α zgodnie z ruchem wsk. zegara. Oś OY

należy obrócić o 2α−π w t
↪
e sam

↪
a stron

↪
e aby otrzymać OY ′. Jednakże do cosinusów kierunkowych

PSfrag replacements

0

x

y

x ′

y ′

α

α

π

2
− 2α

π

2
− 2α

nie wybieramy k
↪

atów jakoś wyróżnionych, lecz mniejszy z dwóch, mi
↪
edzy analizowanymi osiami.

Rewolucja polega wi
↪
ec na wzi

↪
eciu k

↪
ata mi

↪
edzy OY a OY ′ jako π−2α, czyli cos (π− 2α) = − cos (2α).

A wi
↪
ec macierz A =





cos 2α sin 2α 0

sin 2α − cos 2α 0

0 0 1



. Co jest macierz
↪

a ortogonaln
↪

a, bo det (A) = − cos2 2α−

sin2 2α = −1.
Zad. 6:

∫
x4 − 1

x− 1
dx =

∫
(x + 1)(x2 + 1)dx =

∫
(x3 + x2 + x + 1)dx =

1

4
x4 +

1

3
x3 +

1

2
x2 + x + C

∫
x2 − 1

x2 + 1
dx =

∫
x2

x2 + 1
dx+

∫
−dx

x2 + 1
=

∫
(x2 + 1) − 1

x2 + 1
dx+

∫
−dx

x2 + 1
=

=

∫
dx−

∫
dx

x2 + 1
−

∫
−dx

x2 + 1
= x− 2 arctan x+ C



∫
x

1+ x2
dx =

t = x2

dt = 2xdx

xdx = 1

2
dt

=

∫ 1

2
dt

1+ t
=
1

2

∫
dt

1+ t
=

u = 1+ t

du = dt
=

=
1

2

∫
du

u
=
1

2
ln |1+ t| =

1

2
ln |1+ x2| + C

∫
xe−xdx = −xe−x −

∫
−e−xdx = −xe−x − e−x + C = −e−x(x + 1) + C

∫
x2e−xdx = −x2e−x −

∫
xe−xdx = −x2e−x − (−e−x(x + 1) + C) = e−x(−x2 + x + 1) + C


