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Ogólne zadanie optymalizacji

minimalizuj f0(x)
p. o. fi(x) ⩽ 0, i = 1, . . . ,m,

hi(x) = 0, i = 1, . . . , p;

▸ x � wektor zmiennych decyzyjnych,

▸ f0 � funkcja celu,

▸ funkcje fi oraz hi � ograniczenia nierówno±ciowe i
równo±ciowe.
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Pewne klasy zada« optymalizacji

Rozwi¡zuj¡c takie zadania natra�amy na szereg trudno±ci, dlatego
wolimy analizowa¢ ich szczególne postacie:

▸ zadania programowania liniowego � wszystkie funkcje s¡
a�niczne,

▸ zadania programowania wypukªego � ograniczenia
równo±ciowe s¡ a�niczne, pozostaªe funkcje s¡ wypukªe.

Wszystkie te problemy mo»na (wydajnie) rozwi¡zywa¢ metod¡
punktu wewn¦trznego.

Michaª Przyªuski Optymalizacja wypukªa: wybrane zagadnienia



Przegl¡d
Zadania optymalizacji

Sprowadzanie zada« do SOCP lub SDP
Zastosowania

Wnioski

Ogólne
Wypukªe
Sto»kowe
Póªokre±lone

Sto»kowe zadania programowania liniowego

minimalizuj f T x

p. o. Ax + b ⩽K 0

▸ K � ustalony sto»ek dodatni w Rm

(tj. generuj¡cy porz¡dek ⩽K ),

▸ wypukªa f ∈ Rn, A ∈ Rm×n oraz b ∈ Rm � ustalone parametry
zadania.

Szczególne przypadki to:

▸ programowanie sto»kowe drugiego stopnia (SOCP),

▸ programowanie póªokre±lone (SDP).
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Zadania SOCP

minimalizuj f T x

p. o. ∥Aix + bi∥ ⩽ cTi x + di , i = 1, 2, . . . ,N ;

▸ f ∈ Rn, Ai ∈ R(n1−1)×n, bi ∈ Rni−1, ci ∈ Rn oraz di ∈ R �
ustalone parametry zadania.

Ograniczenia te okre±laj¡ sto»ek drugiego stopnia, bowiem
nierówno±¢

∥Aix + bi∥ ⩽ cTi x + di

jest speªniona wtedy i tylko wtedy, gdy

[Ai

cTi
] x + [bi

di
] ∈ Cni

,

gdzie Cni
sto»ek drugiego stopnia wymiaru ni .
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Zadania SDP

Niech

F (x) ∶= F0 +

m

∑
i=1

xiFi ,

gdzie F0,F1, . . . ,Fm � ustalone macierze symetryczne.

minimalizuj cT x

p. o. F (x) ≽ 0

▸ wektor x = (x1, x2, . . . , xn)T � zmienna decyzyjna,

▸ macierze Fi oraz wektor c � parametry zadania,

▸ warunek dodatniej póªokre±lono±ci macierzy F (x) �
ograniczenie (LMI).
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Do postaci SOCP lub SDP mo»emy sprowadzi¢ m. in.:

▸ zadania programowania geometrycznego,

▸ QCQP,

▸ (krzepkie) zadania programowania liniowego,

▸ krzepkie zadania najmniejszych kwadratów,

▸ zadania minimalizacji normy.
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Minimalizacja normy (1)

Celem jest aproksymacja (w ℓ1) zadanego wektora b ∈ Ck

wektorami z podprzestrzeni liniowej Ck b¦d¡cej obrazem zadanej
macierzy A ∈ Ck×q.
Szukamy zmiennej decyzyjnej x ∈ Cq, która jest rozwi¡zaniem
zadania:

minimalizuj ∥Ax − b∥1.
Niech z real i z im � to odpowiednio cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡ z , a
ai � i-ty wiersz macierzy A.
Minimalizacja powy»szej normy to minimalizacja sumy k

skªadników postaci ∣aix − bi ∣, tj.

((areali x real − aimi x im − breali )2 + (areali x im + aimi x real − bimi )2)
⁄
.
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Minimalizacja normy (2)

Jest to norma (euklidesowa):

[a
real

i −aimi
aimi areali

] [x
real

x im
] − [b

real

bim
] .

Sformuªowane zadanie mo»na przedstawi¢ w postaci SOCP:

minimalizuj
k

∑
i=1

ti

p. o. ∥[a
real

i −aimi
aimi areali

] [x
real

x im
] − [b

real

bim
]∥ ⩽ ti , i = 1, 2, . . . , k ,

▸ liczby ti oraz wektory x real i x im � zmienne decyzyjne.
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Sformuªowanie problemu � ukªady anten

▸ Ustalona liczba anten skªadowych n,

▸ ustalone rozmieszczenie na pªaszczy¹nie w (xi , yi),
▸ poszukiwany jest zestaw wag (w1, . . . ,wn) ∈ C.

Cel optymalizacji: maksymalna czuªo±¢ w zadanym kierunku (θt)
i minimalna czuªo±¢ poza wi¡zk¡.
Dla k¡ta padania θ sygnaª informacyjny z i-tej anteny:
e j(xi cos θ+yi sin θ).
Wkªad i-tej anteny do caªkowitego odebranego sygnaªu:
yi(θ) = wie

j(xi cos θ+yi sin θ) =
(w real

i cos γi(θ) −w im

i sin γi(θ)) + j(w real

i sin γi(θ) +w im

i cos γi(θ)),
gdzie γi(θ) = xi cos θ + yi sin θ.

Michaª Przyªuski Optymalizacja wypukªa: wybrane zagadnienia



Przegl¡d
Zadania optymalizacji

Sprowadzanie zada« do SOCP lub SDP
Zastosowania

Wnioski

Ukªady anten
Siªa chwytaj¡ca

Problem ci¡gªy

minimalizuj max
∣θ−θt ∣>∆

∣y(θ)∣

p. o. y(θt) = 1

▸ Sygnaª informacyjny odebrany przez ukªad anten to
y(θ) = ∑n

i=1 yi(θ),
▸ y(θ) jest liniow¡ funkcj¡ wektora wag w ,

▸ zmienne decyzyjne to wagi wi , zawarte w funkcji y(θ).
Poprzez dyskretyzacj¦ k¡ta θ zagadnienie mo»na przybli»y¢, aby
staªo si¦ zadaniem SOCP.
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Problem zdyskretyzowany

Oryginalny problem mo»na aproksymowa¢ zadaniem:

minimalizuj t

p. o. ∣y(θi)∣ ⩽ t , dla ∣θi − θk ∣ > ∆,
y(θk) = 1,

b¦d¡cym w postaci SOCP, gdy wyrazimy je w terminach cz¦±ci
rzeczywistych i urojonych zmiennych oraz danych.
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Sformuªowanie problemu � siªa chwytaj¡ca

Bryªa sztywna trzymana przez N palców robota, w punktach
r1, r2, . . . , rN ∈ R3.
Siªa F⃗ i mo»e by¢ rozªo»ona na dwie skªadowe:

▸ (n⃗i)T F⃗ i n⃗i � normaln¡ do powierzchni,

▸ F⃗ i
− (n⃗i)T F⃗ i n⃗i � styczn¡ do powierzchni.

Skªadowa styczna � tarcie statyczne mi¦dzy robotem a bryª¡
� warto±¢ ograniczona przez iloczyn µ ze skªadow¡ normaln¡

∥F⃗ i
− (n⃗i)T F⃗ i n⃗i∥ = ∥(I − n⃗i(n⃗i)T )F⃗ i∥ ⩽ µ(n⃗i)T F⃗ i , i = 1, 2, . . . ,N .

Warto zauwa»y¢, »e wzgl¦dem wspóªrz¦dnych F⃗ i s¡ to ograniczenia
drugiego stopnia.
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Stabilny uchwyt

Na bryª¦ sztywn¡ dziaªaj¡ pewne zewn¦trzne siªy oraz momenty siª;
ich wypadkowe to F⃗ ext oraz M⃗ext.
Szukamy siª F⃗ i , aby

▸ ∑N
i=1 F⃗

i
+ F⃗ ext

= 0,
∑N

i=1 r⃗
i
× F⃗ i
+ M⃗ext

= 0
� równowaga statyczna siª i momentów dziaªaj¡cych na bryª¦,

▸ ∥(I − n⃗i(n⃗i)T )F⃗ i∥ ⩽ µ(n⃗i)T F⃗ i � tarcie statyczne,

▸ (n⃗i)T F⃗ i
⩽ fmax � limit na skªadowe normalne.

Michaª Przyªuski Optymalizacja wypukªa: wybrane zagadnienia



Przegl¡d
Zadania optymalizacji

Sprowadzanie zada« do SOCP lub SDP
Zastosowania

Wnioski

Ukªady anten
Siªa chwytaj¡ca

Najdelikatniejszy uchwyt

Problem wyboru siª F⃗ i :

▸ gwarantuj¡cych stabilny uchwyt,

▸ minimalizowa¢ najwi¦ksz¡ skªadow¡ normaln¡ do powierzchni.

minimalizuj t

p. o. (n⃗i)T F⃗i ⩽ t ,
N

∑
i=1

F⃗ i
+ F⃗ ext

= 0,
N

∑
i=1

r⃗ i × F⃗ i
+ M⃗ext

= 0,

∥(I − n⃗i(n⃗i)T )F⃗ i∥ ⩽ µ(n⃗i)T F⃗ i , dla i = 1, 2, . . . ,N ,

Gdy ograniczenia zwi¡zane z tarciem zostan¡ przybli»one
nierówno±ciami liniowymi, problem ten stanie si¦ ZPL.
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Podstawowe przesªanki za stosowaniem optymalizacji wypukªej:

▸ wiele zada« mo»na przeksztaªci¢ do takiej postaci
� zastosowania w licznych dziedzinach,

▸ wydajne algorytmy rozwi¡zywania zada«.
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