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Przypu$émy, ze w kazdej chwili ¢, pewna wielko$¢ x przyjmuje warto$¢ x(t) zgodnie
z zaleznodcig x(t) = axE(t) + b, gdzie t = 0,1,.. ., przy czym xE(t) jest przewidywana
przez decydenta wartoscig zmiennej x w chwili ¢. Liczby a i b sg nieznane, ale wiadomo,
ze a jest ujemne. Wielko$¢ xE(t) moze by¢ okreslona na wiele sposob6éw. Najprostszy z
nich prowadzi do przyjecia zalozenia, ze xE(t) = x(¢ — 1). Oznacza to, ze przewidywana
wielko$¢ zmiennej x w chwili t (a wiec x£(t)), wyznaczana jest wylacznie na podstawie
informacji o wartosci tej zmiennej w chwili poprzedniej. Wowczas x(t) = ax(t—1) + b,
dla t = 0,1,.... Powyzsze rébwnanie réznicowe jest asymptotycznie stabilne (por. [4]),
wtedy i tylko wtedy, gdy a € (-1, 0). (Rozpatrujemy ponizej wylgcznie przypadek, gdy a
jest ujemne.)

Mozna rozwazy¢ sytuacje, gdy do okreslenia przewidywanej wartoéci zmiennej x w
chwili t (czyli xE(t)) wykorzystujemy nie tylko warto$ci zmiennej x z chwili ¢ -1, ale
i z chwil poprzednich. W najprotszej sytuacji oznacza to, ze x£(t) wyznaczany bedzie
na podstawie x(t — 1) oraz x(t — 2). Zaktadajac liniowo$¢ zaleznosci wigzacej xE(t) z
x(t=1)1ix(t-2), otrzymujemy réwno$¢ xE(t) = x(¢t - 1) + p(x(t - 1) — x(t - 2)),
gdzie parametr p jest dowolng liczbg rzeczywistg. Po podstawienu do réwnania x(t) =
axE(t) + b otrzymamy

x(t)=a[x(t-1)+p(x(t-1)-x(t-2))] +b,

tzn.
x(t)=a(l+p)x(t—-1) —apx(t-2)+b.

Powyzsze rownanie réznicowe jest asymptotycznie stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy
pierwiastki jego réwnania charakterystycznego A2 — a(1 + p)A + ap = 0 majg warto$ci
bezwzgledne mniejsze niz 1. Zalezno$¢ potozenia pierwiastow tego réwnania kwadrato-
wego od parametru p byta szczegétowo analizowana w 1947 roku przez R. M. Goodwina
(badania te sg szczegdétowo opisane w monografii [2]). Okazuje sig, ze dla a nalezacych
do przedziatu (-3, 0) mozna dobra¢ tak parametr p, zeby powyzsze rbwnanie réZnicowe
byto asymptotycznie stabilne. Wlasciwg wartoscia p jest —%. Oznacza to, Ze dla dowol-
nego a € (-3,0) réwnanie roznicowe

x(t) = alx(t-1) - %(x(t-1) - x(t - 2))] + b,

jest zawsze asymptotycznie stabilne.
Podkreslmy, ze dla a > 3, powyzsze rownanie réznicowe nigdy nie jest asymptotycznie
stabilne, niezaleznie od p. Narzuca si¢ wiec pytanie, czy wykorzystanie wigcej niz dwdch



warto$ci poprzednich zmiennej x do wyznaczenia przewidywanej wartosci tej zmiennej
(czyli xE(t)) zwiekszy zakres warto$ci wspotczynnika a, dla ktérych to wartosci odpo-
wiednie réwnanie réznicowe bedzie asymptotycznie stabilne.

Zbadamy wigc przypadek, gdy do okreslenia przewidywanej warto$ci zmiennej x w
chwili ¢ (czyli xE(t)) wykorzystujemy wartoséci zmiennej x z chwil ¢ — 1, t — 2 oraz t —
3. Zaktadajac liniowo$¢ zwigzku wigzacego xf(t) z x(t — 1), x(¢t — 2) i x(t — 3) mamy
zaleino$¢ xE(t) = x(t-1)+p(x(t-1)-x(t-2))+y(x(t-2)—x(t-3)), gdzie parametry p i
y sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Po podstawienu do réwnania x(t) = ax®(t)+b
otrzymamy nastepujace rOwnanie roznicowe:

(%) x(t)=a[x(t-1)+p(x(t-1)—x(t-2)) +p(x(t-2) —x(t-3))] + b.
Tak wiec (dlat =0,1,...)

x(t)=a(l+p)x(t-1)+a(y-p)x(t—2)—ayx(t-3) +b.
Odpowiednie réwnanie charakterystyczne jest nastepujace:
A —a(l+p)A*-a(y-p)A+ay.

Bezpos$rednie badanie zaleznosci pierwiastkéw tego réwnania od parametréow p i
A jest do$¢ trudne. Mozliwe jest jednakze okreslenie warunkéw koniecznych i dosta-
tecznych do tego, aby wszystkie pierwiastki tego réwnania miaty wartosci bezwzgledne
mniejsze niz 1. Dla wielomianu trzeciego stopnia P(1) = ag + a;A + a,A? + a3 A3 warunki
te (por. [1]) majg posta¢ nieréwnosci

ag+a;+a,+az >0,
—a0+a1—a2+a3>0,
|(;l0|<(13,

ak - a3 < aga, — a,as.

Wykorzystujac powyzsze zaleznosci, otrzymujemy nastepujace warunki asymptotycz-
nej stabilno$ci rozpatrywanego réwnania réznicowego (*):

a>0,
a(2p-2y+1)<1,
a’y* <1,

a’y* —1<-a’y(1+p) - a(y - p),

gdzie o oznacza |a| (przypomnijmy, ze rozpatrujemy tylko przypadek a < 0).
Interesuje nas wyznaczenie najwickszej wartosci «, dla ktérej powyzsze nieréwnosci
sg spetnione dla odpowiednio dobranych p i A. Analityczne rozwigzanie tych nieréwnosci



wydaje si¢ do$¢ trudne, dlatego podjeto probe numerycznego wyznaczenia najwigkszej
wartosci a.

Ponizej opisz¢ zwiazane z tym doswiadczenia. Analizie poddano ponizszy problem
optymalizacji:

maksymalizuj «

p-o. «a20,
a(2p -2y +1) <1,
‘xzyz < 1’

a*y? -1+ a*y(1+p) +a(y - p) <0.

Zauwazmy, ze w sformutowaniu wystepuja tylko nieréwnosci stabe, co znaczy, ze mak-
symalne a bedzie lezalo na granicy obszaru stabilnosci.

Jak wiadomo, dla y = 0, gérne ogranicze na & wynosi 3. Do§wiadczenia numeryczne
mialy na celu wskazanie ograniczenia przy dowolnym y, czyli maksymalizacje a.

Powyzsze zadanie optymalizacji zostalo zapisane w pakiecie YALMIP $rodowiska
MATLAB i rozwigzane przy pomocy standardowego algorytmu. Wykorzystano wbu-
dowang w MATLAB procedure fmincon, poszukujaca ekstremum warunkowego funk-
cji. Bez dodatkowych opcji procedura ta wykorzystuje algorytm zwany trust-region-
reflective i za rozwigzanie optymalne uznaje («,y,p) = (21.3087,-0.0469, -0.5235).
Identyczny wynik mozna uzyska¢ przy pomocy algorytmu active-set.

Pozostate dwa algorytmy wspierane przez fmincon daja gorsze rezultaty. Technika
sqp znajduje punkt («,y, p) = (7.3302,-0.1364, -0.5682), a interior-point nie znajduje
zadnego rozwigzania, przekraczajac maksymalng liczbe 3000 obliczen wartosci funkeji.
Po zwigkszeniu tego limitu, fmincon zostaje zatrzymany przez limit 1000 iteracji. Niestety,
zwiekszanie tych ograniczen nie pozwala nadal uzyska¢ zadnego wyniku.

Odmienna sytuacja ma miejsce po dodaniu dodatkowego ograniczenia y = 0 lub
y = —0.0469.

W przypadku y = 0 fmincon, zgodnie z wynikami analitycznymi, wyznacza maksi-
mum funkgji celu dla («, y, p) = (3,0, -0.3333).

Zaskakujacy jest wynik dla y = —0.0469. Wydawac¢ by si¢ moglo, ze procedury nume-
ryczne powinny znalez¢ rozwigzanie o = 21.3087, lub chociaz bardzo jemu bliskie. Nie-
stety, przy tak ustalonej wartoéci parametru y jedyne co fmincon odnajduje to (a,y,p) =
(3.6928, -0.0469, —0.4115).

Warto podkresli¢, ze (przy wykorzystaniu standardowego algorytmu trust-region-
reflective) fmincon nie stwierdza zadnych probleméw numerycznych w trakcie obliczen
i przedstawia znalezione wyniki jako rozwigzania optymalne poszczegolnych zagadnien.

Kolejnym krokiem bylto wykorzystanie wyspecjalizowanej biblioteki GloptiPoly3 stu-
zacej do rozwigzywania probleméw optymalizacji o wielomianowej funkgji celu i ogra-
niczeniach. GloptiPoly3 zostal szczegélowo opisany w [3]. W celu rozwigzania zadania
GloptiPoly3 przeksztalca je do zrelaksowanej postaci, ktérg mozna zapisa¢ jako problem



SDP (por. [5]). Po sformutowaniu problemu jako SDP, GloptiPoly3 wykorzystuje dowolny
solwer pétokreslony do jego rozwigzania. W praktyce czgsto jest to SeDuMi lub SDPT3.

W przypadku rozwazania problemu bez dodatkowych zalozen na y, GloptiPoly3 —
wykorzystujac zaréwno SeDuMi jak i SDPT3 — nie dochodzi do zadnego wyniku. Oby-
dwa solwery po wielu iteracjach konczg swoje dzialanie z btedem run into numerical pro-
blems (SeDuMi) lub stop: lack of progress in dual infeas, homrp=Inf (SDPT3).

Préby rozwiazania tego zadania przy y = 0 zakonczyly sie sukcesem, niezaleznie od
wykorzystanego solwera pdtokreslonego, znalezione zostalo optymalne rozwigzanie. W
przypadku y = —0.0469 GloptiPoly3 réwniez znajduje akceptowalne rozwigzanie («, y, p)
(21.3220,-0.0469, —0.5274).

Ostatecznie, rozwazany problem optymalizacji, zaimplementowano w jezyku C przy
pomocy biblioteki Ipopt (opisanej w [6]).

Natrafiono na znaczne trudnosci numeryczne.

Pewnym zaskoczeniem jest fakt, ze wptyw na jako$¢ znalezionego rozwigzania ma
kolejnos¢ wykonywania operacji na sktadnikach sumy w drugim ograniczeniu.

Po natozeniu sztucznego ograniczenia « < 4-10%, Ipopt znalazt («, y, p) = (4:106, -2.5-
10-7,-0.5), jednakze w tym przypadku sprawdzenie bezposrednie ujawnia niespelnienie
drugiego ograniczenia. Niestety, Ipopt w trakcie rozwigzywania tego problemu nie zgla-
sza zadnych bledéw, wigc mozna ulec ztudzeniu, ze jest to prawidlowe rozwigzanie. Wni-
kliwa analiza pozwolila stwierdzi¢, ze btad Ipopta wynika z probleméw numerycznych
w czasie wykonywania obliczenia drugiego ograniczenia (-1 + mala_liczba + 1). Mozna
te trudnos$¢ oming¢ zmieniajac kolejno$¢ wykonywanych operacji. Po dokonaniu takiej
korekty, przy ograniczeniu y < 4 - 108, Ipopt nie zbiega do zadnego rozwigzania.

Rozwigzywanie problemu bez dodatkowych ograniczen nie przyniosto zadowala-
jacych efektéw. Podjeto prébe zaréwno standardowym algorytmem wykorzystywanym
przez Ipopta, jak i alternatywnym — Mehrotra predictor-corrector. Zmieniano takze stra-
tegie doboru parametru barier (mu_strategy). Co wigcej, problem sformulowano zaréw-
no jako min —a, jak i max «. We wszystkich tych przypadkach wyniki byly znaczaco réz-
ne.

Swiadczy¢ to moze o wyjatkowo niekorzystnej numerycznie postaci problemu.

W zaleznosci od uzytego algorytmu, i gérnego ograniczenia na y, Ipopt znajdowat
rozwigzania dopuszczalne oraz niedopuszczalne. Kazde z nich wymagato ,,recznej” we-
ryfikaciji.

Ostatecznie, po dodaniu sztucznego gérnego ograniczenia y < 10000 bibliotece Ipopt
udalo sie znalez¢ dopuszczalne rozwigzanie («, y, p) = (10000, -0.0001, —0.50005). War-
to podkresli¢, ze ze wzgledu na problemy numeryczne ujawnione w trakcie poprzednich
doswiadczen z tym zadaniem, rozwigzanie to poddano dodatkowemu sprawdzeniu. Oka-
zuje sie, ze spelnia ono wszystkie ograniczenia.

Podsumowujac, wrazliwo$¢ tego zadania na bledy numeryczne jest ogromna i praw-
dziwg sztuka byltoby takie zapisanie w jezyku C catego problemu, aby unikna¢ tego i in-



nych — trudnych do przewidzenia — bledow.

Na podstawie wszystkich doswiadczen numerycznych wydaje sie zasadnym wysnu-
cie hipotezy, ze problem ten nie jest ograniczony. Nie zmienia to faktu, ze przetestowane
solwery bardzo Zle radzity sobie z nim; najwigkszym zaskoczeniem jest prawie calkowita
bezradno$¢ — wydawaloby si¢ — specjalizowanego solwera GloptiPolys3.
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